Soit K un corps quelconque.

Proposition 0.0.1 (Dual de M, (K)). 1. Soient A € M,(K) et fa € M,(K)*,
X = Tr(AX). Alors f: Mp(K) — M,(K)*, A — fa est un isomorphisme
de M, (K) dans son dual.

2. Soit f € M (K)* vérifiant pour tout X,Y € My(K), f
il existe A € K tel que pour tout X € M,(K), f(X) =

(XY) = f(YX). Alors
ATr(X).

Démonstration. 1) Onnote (E;;)1<i j<n la base canonique de M, (K). Remarquons qu’on
a pour tout 4, j, k,l € [1,n], E;jjEy = 0;.1E.
Soient A € K, A, B € M,(K), pour tout X € M, (K) :

(X)) = Tr(M+ B)X)
Tr(\AX + BX)
Tr(AAX) + Tr(BX)
ATr(AX)+Tr(BX)
= AMa(X) + fB(X).

Dot faarp = Afa+ fp et donc f est linéaire.

Il suffit alors de montrer que f est injective et étant en dimension finie alors le
théoréme du rang nous donnera immeédiatement la bijectivité de f.
Soit A = (aij)lgi’jgn € Mn<K) telle que f4 = 0.

On a pour tout g, jo € [1,n] :

Tr(AEij;,) = Tr(( Y aijEij)Eij,)

1<ij<n

= Tr( Y aijEijEij)
1<ij<n
= > aiTr(EijEiyjy)
1<ij<n
= > aiTr(05i,Eijy)

1<i,j<n

n
= ZaiioTr(Eijo)
i=1

= Qjoip-

Or Tr(AEs ) = fa(Eiyj,) = 0, donc aj,;, = 0. Cela étant vrai pour tout g, jo € [1,n],
on en déduit que A est la matrice nulle.

On a donc bien f un isomorphisme.

2) f étant un isomorphisme, il existe A € M, (K) tel que f4 = f car f € M, (K)*.
VX,Y € M,(K), on a f(XY) = f(YX), cest-a-dire :
Tr(AXY) = Tr(AYX) or Tr(AYX) = Tr((AY)X) = Tr(X(AY)) = Tr(XAY). On
en déduit donc que Tr((AX — XA)Y) =0.
Cela vaut pour tout Y € M, (K) donc d’aprés la question précédente AX = X A. Cela



valant pour tout X € M, (K) alors A € Z(M,(K)) = {\,, A\ € K}.

En effet, Vi, j € [1,n], AE;; = E;; A, en notant A = (a;;)1<i j<n on a alors :

n

AE;; = Y auBEnEij =) akiEg;.
1<k,1<n k=1
n
= EjA= Y auEijEn=> aEq.
1<k I<n =1

Par unicité de cette écriture on a donc ar; = 0si k # 4, aj; = 0si l # j et a;; = ajj.
Notons A = ayq, alors~on aA=M,oul\ecK.
Donc VX € M, (K), f(X)=Tr(AM,X) = \Tr(X).
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